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SAT. Una herramienta didactica para el problema de la
satisfacibilidad

Tomas Covelli, Enzo Nicolas Horquin, Martin Santillan Cooper

Resumen. La herramienta ‘SAT’ fue creada como trabajo final de dos materias del
segundo aflo de la carrera de Ingenieria de Sistemas. SAT permite, dada una for-
mula de la Logica Proposicional expresada en forma normal conjuntiva (FNC), de-
cidir si es satisfacible o no. En otras palabras, encontrar una configuracion de valo-
res para los literales de determinada formula booleana que evaluen la misma en
verdadera. El objetivo de esta herramienta es el de complementar el estudio de los
estudiantes en el area de Logica Proposicional contando con una herramienta di-
dactica y facil de usar. Se muestran dos aplicaciones que resuelven problemas
computacionales a partir de la Logica Proposicional.

1 Introduccion

La Logica es la ciencia que formaliza métodos validos de razonamiento. El apartado
mas basico de la Logica es la Logica Proposicional. Sus formulas estan formadas por
variables proposicionales y conectores. Las variables, que se denotan con letras minus-
culas, son la representacion formal de proposiciones atdmicas y pueden ser verdaderas o
falsas, mientras que un literal representa a una variable o su negacion. Los conectores se
encargan de combinar literales para la construccion de clausulas 6 férmulas proposicio-
nales (conjunto de clausulas). En general, se usan 4 conectores basicos: conjuncion, dis-
yuncion, implicacion y negacion (A, V, —, ~ o — respectivamente) [6][9].

La satisfacibilidad booleana o satisfacibilidad proposicional (abreviado SAT), es el
problema de determinar si existe una interpretacion posible que satisfaga a una féormula
booleana o proposicional dada. En otras palabras, se encarga de detectar qué valores de-
ben tomar los literales (verdadero o falso) de una formula booleana, para que la misma
sea satisfacible (es decir, verdadera). En caso de que no haya una configuracion posible
que haga verdadera a dicha formula, se dice que la misma es insatisfacible.

2 SAT: La Herramienta

La herramienta ‘SAT’ busca determinar el resultado de la satisfacibilidad de una for-
mula proposicional. El objetivo de este trabajo fue la implementacion del algoritmo Da-
vis Putnam Logemann Loveland (DPLL) que determina si cierta formula en FNC es sa-
tisfacible y del algoritmo de Buisqueda de Valuaciones, que indica todas las combinacio-
nes posibles de valores que pueden tomar los literales para que la formula final sea ver-
dadera.

Con el fin de que esta herramienta sea lo mas didactica posible (ya que esta destinada
al uso de alumnos de segundo afio de la carrera), se introdujo el concepto de ‘variable
fija’. Una variable fija es una variable que siempre debe ser verdadera.

A continuacion, se detalla la funcionalidad de cada uno de los algoritmos y su alcance.
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2.1  Algoritmo Davis Putnam Logemann Loveland

Existen diferentes técnicas para conocer la satisfacibilidad de una formula booleana.
Una de ellas (utilizada por la herramienta ‘SAT’) es la resolucion proposicional. Se basa
en la aplicacion de continuas “resolventes” sobre una formula proposicional en FNC (or-
ganizada como una conjuncion de clausulas, donde cada clausula es una disyuncion de
literales) hasta llegar a uno de dos posibles resultados: conjunto vacio (@) o clausula va-
cia (1).

Sean C1 y C2 dos clausulas que conforman una determinada férmula booleana, y su-
poniendo que 1 € C1 y ~1 € C2, definimos a la resolvente de la siguiente manera:

Res(C1,C2) = (C1— {1}) U (C2— {~1})

Si el proceso de resolucion finaliza en @, se dice que el conjunto de clausulas es satis-
facible. En caso contrario (si hallamos en el camino 1), el mismo es insatisfacible.

El algoritmo DPLL sistematiza el proceso de resolucion. Es comunmente utilizado
para casos en los que el conjunto de clausulas es muy grande, y resulta complejo resolver
el problema de SAT manualmente.

DPLL se basa principalmente en dos tipos de eliminaciones de literales: la unitaria y
la pura. Antes de conocer cada eliminacidon es importante resaltar el concepto de clausula
unitaria y literal puro. Una clausula C es unitaria si C tiene s6lo un literal. Por otro lado,
un literal l es purode Ssil€Sy~1 € S.

Conociendo las definiciones anteriores es posible definir ambos tipos de eliminacion.
Sea S un conjunto de cldusulas y {1} una clausula unitaria de S. Entonces la eliminacion
unitaria de I en S es el conjunto obtenido borrando en S todas las clausulas que contienen
a 1, y aplicando resolvente entre | y ~1 en las clausulas que contengan a ~1. Luego, si S =
{ {p,q,~1}, {p,~q}, {~p}, {r,u} }, eliminacion unitaria (S,I):

S= { {psq’Nr}7 {p9~q}’ {Np}a {r,u} } [unitaria {Np}]
S={{q,~1}, {~q}, {r,u} } [unitaria {~q}]
S ={ {~r}, {r,u} } [unitaria {~r}]
S={{u}}

Por otro lado, la eliminacién pura en S es el conjunto obtenido al borrar todas las
clausulas que contengan a cierto literal puro 1. Por lo tanto, si S = { {p,q}, {p,~q}, {r.q}
}, eliminacionPura(S,l):

S={1{p.a}, {p,~q}, {r,q} } [puro p]
S=1{1{rq} } [puror]
S={{}}

Conociendo ahora cada tipo de eliminacion, podemos enfocarnos plenamente en el al-
goritmo. El algoritmo DPLL recibe de entrada un conjunto de clausulas S, y produce una
salida que puede tomar dos valores: consistente e inconsistente. El procedimiento del al-
goritmo DPLL de S se muestra en Fig.1.

Un ejemplo de una ejecucion simbolica del algoritmo DPLL es el siguiente:

S = {{a, b}, {7a, b}, {a, 7b}, {a, ~d}, {ma, 7b, ~c}, {b, ~c}, {c, 7}, {f }}
[Unitaria {f }]
S = {{a, b}, {7a, b}, {a, ~b}, {a, ~d}, {a, 7b, ~c}, {b, ~c}, {c}}
[Unitaria {c}]
S = {{a, b}, {—a, b}, {a, b}, {a, ~d}, {—a, ~b}, {b}} [Unitaria {b}]
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S = {{a}, {a, ~d}, {ma}}
[Unitaria {—a}]
S={{},{~d}}

Luego, como L € S, S es inconsistente.

2.2 Algoritmo generador de valuaciones

Para realizar la busqueda de todas las posibles valuaciones que hacen al conjunto de
clausulas satisfacible, se implement6 un algoritmo utilizando la técnica de Backtracking
[3]. Este es un método de busqueda exhaustiva que analiza todas las posibles combina-
ciones de valores de verdad de las variables proposicionales que pertenecen al conjunto
de clausulas. Al aplicar esta técnica, la generacion de la gran cantidad de "hijos” que re-
presentan el espacio de busqueda, resulta en un algoritmo ineficiente. Para solucionar
este problema se implemento una funcion “poda”.

La poda analiza si se puede o no llegar a una solucion a partir de un cierto nodo del
arbol que representa el espacio de busqueda. En este caso, la poda se lleva a cabo si se
encuentra una clausula vacia.

En Fig. 2 se muestra el pseudo-cddigo que genera las posibles valuaciones, mientras
que Fig 3 muestra el arbol generado por el algoritmo a partir de la formula en FNC S= {
{Na:baNc} p {a:Nd}a {d} }
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Fig. 1. Procedimiento del algoritmo DPLL.

void generar_Valuaciones (formula, valparcial, variablesFijas, valuaciones)
{
if (! variablesFijas.empty() )
{
agregaVariablesFijas(valParcial, variablesFijas); //siempre serdn parte de la solucién
eliminacionUnitariaVariablesFijas(variablesFijas, conjunto);
}
generar_Valuaciones(conjunto, valparcial, valuaciones);

void generar_Valuaciones (formula, valparcial, valuaciones)
{
eliminacionUnitariaSucesiva(conjunto, valparcial);
if (formula = @)
completar_Valuaciones(formula, valparcial, valuaciones);
else if (L ¢ formula)
{
Tomar literal 1 € conjunto;
generar_Valuaciones (conjunto U {1} , valparcial,valuaciones);
generar_Valuaciones(conjunto U {~1}, valparcial,valuaciones);
}
}

Fig. 2. Pseudocodigo del algoritmo generador de valuaciones.

En Fig.3 se muestra el arbol generado por el algoritmo a partir de la formula en FNC
S={ {~a,b,~c}, {a,~d}, {d} }.
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Valuacion 1: a=1; b=1; c=0; d=1.

i

Valuacidn 2: a=1; b=1; c=1;d=1.
Valuacion 3: a=1; b=0; c=0; d=1.

Fig. 3. Arbol de ejecucion.

3 La herramienta

La funcionalidad principal de esta herramienta es la ejecucion de los algoritmos men-
cionados anteriormente, a partir de un conjunto de clausulas ingresadas por el usuario.

La carga de clausulas es sencilla para el usuario considerando que son los alumnos
que estan aprendiendo los conceptos involucrados. Los literales se cargan separados en-
tre comas y al seleccionar “Cargar cldusula” el conjunto se irad formando debajo.

Una vez que el conjunto ya esté finalizado, el usuario puede optar entre resolver el
problema de satisfacibilidad mediante el algoritmo de DPLL (“Ver resoluciéon”) (véase
Fig.5), u obtener todas las valuaciones posibles para los literales (“Ver valuaciones”). En
la Figura 4 se muestra la interfaz de la herramienta.

#  Herramienta - X

Archivo Ayuda

Ingrese su clausula aqui, separando los literales entrecomas: | |~
@ Cargar clausula @ Borrar lltimo @ Borrar todo
Conjunto:
@ Ver resolucién
@ Ver valuaciones

Fig. 4. Interfaz de la herramienta.

Una vez desarrollada la herramienta principal es facil extender su funcionalidad para
resolver problemas de satisfaccion de restricciones (CSP, por sus siglas en inglés). Esto
se debe a que mediante la l6gica proposicional basta con interpretar las restricciones que
se deducen del enunciado del problema y expresarlas como una féormula proposicional en
FNC de tal manera que pueda ser entrada para el algoritmo implementado. Por lo tanto,
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en este punto, la dificultad en resolver un problema reside s6lo en crear correctamente la

formula proposicional y pasarla a FNC.
A continuacion, se detallan los problemas para los cuales el conjunto de clausulas esta
definido siendo los mismos problemas cuya logica es conocida para el usuario alumno

[4105].

¥ Resolucion DPLL — O X

Para comenzar, llamamos a nuestro conjunto:

S={ {~p},{p~a}, {ru}, {p.q~r} }

| Ahora procedemos a resolver el algoritmo de Davis Putnam Logemann Loveland

1 S={ {~p}.{p~a}, {ru}, {p.q~r} }

S ={ {~a},{q,~r},{ru} }
[Unitaria {~q}] Aplicamos eliminacion unitaria.
S={{~}, {ru}}
[Unitaria {~r}] Aplicamos eliminacion unitaria.
S={{u}}
[Unitaria {u}] Aplicamos eliminacion unitaria.
s={}

Como llegamos a conjunto vacio, el mismo es satisfacible.

Fig. 5. Ejemplo de “Ver valuaciones”.

3.1 Problema de las N Reinas

El ‘Problema de las n Reinas’ consiste en colocar N reinas sobre un tablero de ajedrez
de tamafio NxN sin que éstas se ‘coman’ entre si. El problema original, que fue plan-
teado por Max Bezzel, trataba solo con 8 reinas, pero al resolverlo computacionalmente
es facil extenderlo a cualquier nimero N. Este problema fue incluido porque es facil e
intuitivo de resolver a partir de la Logica Proposicional, ya que su Unica dificultad reside
en generar correctamente el conjunto de clausulas para expresar las restricciones con ele-
mentos de la Logica Proposicional.

Ademas de poder ver la resolucion paso a paso y todas las valuaciones posibles, en
esta herramienta el usuario puede ver las posibles soluciones encontradas por SAT plas-
madas en un tablero de ajedrez con las N reinas colocadas en sus correspondientes luga-
res (véase Fig. 7).

Con el fin de darle mas opciones al usuario, se incluyo la posibilidad de fijar reinas.
Fijar una reina consiste en que el usuario puede elegir una celda del tablero y fijar una
reina en ese lugar, por lo que una determinada disposicion de reinas serd solucién si 'y
solo si ésta posee las reinas que han sido fijadas en sus respectivo lugares. La Figura 6
muestra la interfaz sencilla para este problema.

Se muestra ahora el método para la generacion de las clausulas en un tablero con 2
reinas. Se utiliza una variable proposicional por cada celda del tablero, donde cij indica
el valor de verdad de “En 1la celda (i,j) hay una reina”. Se deben cumplir dos restriccio-
nes.
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1“restriccion: Hay una reina por fila.
o (cllvcl2)A(c21Vc22)

Que en FNC, se escribe:
o {{cll,cl2}, {c21,c22}}

2%restriccion: Si en una casilla hay una reina, entonces no hay ninguna otra en su misma
fila, columna o diagonal.

o cll = (~c12 A~c21 A~c22)

o c¢l2= (~c22 A~c21)

o c21 = ~c22

Usando equivalencias y operaciones ldgicas se obtiene:
o (~c11V~cl2)A(~cl1V ~c21) A (~cllV ~c22)
o (~cl12V ~c22) A (~c12 V ~c21)
o (~c21V ~c22)

Que en FNC, se escribe:
o {{~cll,~cl2}, {~cll,~c21}, {~cll,6~c22} }
o {{~cl2,~c22}, {~cl2,~c21}}
o {{~c21,~c22}}

Por lo tanto, el conjunto de clausulas resultante es:

{{cll,c12},{c21,c22},{~cl1,~c12},{~cl1,~c21},{~cl1,~c2}, {~c12,~c22} ,
{~c12,~c21} , {~c21,~c22}}

Es interesante observar que la cantidad de clausulas que se generan para representar
las restricciones crece rapidamente a medida que aumenta la cantidad de reinas (con 8
reinas se necesitan 736 clausulas), por lo que en esta aplicacion resulta didactico ver las
diferentes valuciones encontradas y su representacion en el tablero de ajedrez, mientras
que ver las resolucion paso a paso del algoritmo DPLL para determinar la satisfacibili-
dad del conjunto de clausulas no tiene tanto sentido.

i Problema de las n-reinas - X

Archivo Ayuda

Ingrese la cantidad de reinas: : 2 Fjar N
Ingrese la reina que d fijar: | ¥ Fijar reina

Reinas fijas: | N

@ Ver resolucion
@ Ver valuaciones

@ Ver tableros

B

Fig. 6. Interfaz de NReinas.
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3.2 Problema del Coloreo de Grafo

El problema del "Coloreo de un Grafo’ consiste en poder colorear un grafo con 3 colo-
res, de tal manera que vértices conectados por una misma arista no posean el mismo co-
lor. Este problema, como el anterior, ha sido incluido por la facilidad de resolverlo a par-
tir de la Légica Proposicional. La Figura 6 muestra la interfaz para este problema.

Se le permite al usuario agregar hasta un maximo de seis vértices y armar todas las
posibles combinaciones de aristas entre los vértices agregados.

Ademas de poder ver la resolucion paso a paso y todas las valuaciones posibles, en
esta herramienta el usuario podra ver las soluciones encontradas por SAT dibujadas en
un grafo con todos los vértices (coloreados) y aristas correspondientes.

Se muestra ahora el método para la generacion de las clausulas para el problema del
coloreo de grafo. Las variables proposicionales son de la forma Color_v que representa a
la proposicion “el vértice v es de color Color”, donde “Color” puede ser Rojo, Verde o

[T}

Azul y “v” pertenece a V, el conjunto de vértices. Se deben cumplir tres restricciones.
1“restriccion: Cada vértice tiene al menos un color.

Se agrega la siguiente clausula, paracadav e V.
o {Rojo v, Azul v, Verde v}

2%restriccion: Cada vértice tiene un solo color.
o Colorl v=~Color2 v

Lo que, por reglas logicas, equivale a:
o ~Colorl vV ~Color2 v

Que en FNC, se escribe:
o {~Colorl v,~Color2 v}

Para el caso en que solo se usan 3 colores, se agrega la siguiente clausula, para
cadave V.
{~Rojo_v,~Azul v}, {~Rojo v ,~Verde v}, {~Azul v,~Verde v}

3% restriccion: Dos vértices conectados por un mismo arco no tienen el mismo color.

Sea A el conjunto de aristas, V arista (a,b) € A, se debe cumplir que:
o Color_a=~Color b

Lo que, por reglas logicas, equivale a:
o ~Color aV ~Color_b

Que en FNC, se escribe:
o {~Color_a,~Color b}

Para el caso en que solo se usan 3 colores, se agrega la siguiente clausula, para cada
arista (a,b) € A.

{ {~Rojo_a, ~Rojo_b} ,{~Azul a,~Azul b}, {~Verde a,~Verde b}
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i Soluciones — x i Gra.. — x

Siguiente

Siguiente

Fig. 7. Resolucion para el problema del coloreo del grafo y de N reinas

4 Implementacion

El disefio de la herramienta SAT es un disefio orientado a clases. Se crearon clases
para representar cada uno de los elementos de la Logica Proposicional. Ellos son: la
clase Literal, la clase Clausula y la clase ConjuntoClausulas. Ellas son usadas para crear
formulas que luego seran gestionadas por la clase DavisPutnam, en la cual se implemen-
taron los algoritmos explicados en la seccion II.

El lenguaje utilizado es C++ [1][8], y para la interfaz grafica se utiliz6 el entorno de
desarrollo QT [2]. Este entorno es muy adecuado para esta aplicacion ya que no solo
cuenta con una interfaz sencilla para crear aplicaciones sino que también tiene un gran
numero de librerias y documentacion para crearlas. Por otro lado, Qt resulto ser la mejor
opcion por su compatibilidad con el lenguaje C++.

El diagrama de clases que se muestra en la Figura 8 resume la implementacion reali-
zada.

Literal |3
- literal : String

+ obtenerLiteral() : String
+ obtenerComplemento() : Literal
+ esComplemento() : bool

Clausula ]
- clausula : set<Literal>
+ agregarL.iteral(Literal I) : void
. |+ perteneceLiteral(Literal ) : bool
+ perteneceComplemento(Literal I) : bool
+ eliminalLiteral(Literal |) : void

< compuestoPor

conuntoDe |

1

DavisPutnam

- variablesfijas : set<Clausula>
- conjClausulas : ConjuntoClausulas
- valuaciones : list<list<String>>

1 utiiza B 1 1 "
|————uwme 5 conjuntoClausulas : set<Clausula>

+ agregarClausula(Clausula c) : void
+devolverUnitaria() : Clausula

+ bool resolver() : bool

+ generar_Valuaciones() : void

+ set_VarFijas(set<Clausula> varFijas) : void
+get_Valuaciones() : list<list<String>>

+ ExisteValuacion() : bool

+ devolverPuro() : Literal

+ eliminacionUnitaria(Clausula c) : void
+ eliminacionPuro(Literal ) : void

+ existeClausulaVacia() : bool
+get_Variables() : set<String>

+ cantClausulas() : int
+get_Literales() : set<Literal>

Fig. 8. Diagrama de clases de SAT.

5 Conclusiones

La herramienta SAT (Problema de la satisfacibilidad booleana) fue desarrollada tanto
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para determinar la satisfacibilidad de un conjunto de clausulas de manera eficiente,
como también para servir de incentivo en el aprendizaje de la logica proposicional. A pe-
sar que los estudiantes, en los primeros afios de la carrera, no tienen un amplio dominio
del tipo de problemas que pueden ser resueltos mediante el uso de dicha rama de la 16-
gica, esta herramienta alienta a la ejercitacion en este area y la familiarizacion con herra-
mientas educativas.

Uno de las aspectos mas importantes a destacar es el uso de las clases Literal, Clau-
sula y ConjuntoClausula. Debido a la detallada eleccion para la implementacion de las
estructuras, se facilit6 la implementacion de los algoritmos, logrando una buena perfor-
mance en cuanto a la complejidad temporal de dichos algoritmos.

Se abordo este proyecto con objetivos claros y ambiciosos. Se logré implementar una
herramienta didactica gracias a que, por un lado, se puede mostrar al usuario (el alumno)
de una forma sencilla e intuitiva los pasos que sigue el algoritmo Davis Putnam Loge-
mann Loveland para determinar la satisfacibilidad de un conjunto de clausulas. Por otro
lado, enumerar las diferentes valuaciones encontradas para tal conjunto.

Es posible agregar la representacion de otros problemas computacionales a la herra-
mienta a fin de completarla para que pueda ser usada como soporte en cursos mas avan-
zados.
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